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SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES POR METODOS DIRETOS:
CONTEXTO HISTORICO E APRESENTACAO DE UM PACOTE SCILAB® —
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Resumo: Um sistema de equagdes lineares ou sistema linear € uma colecdo finita de equagdes lineares de
mesmas incognitas. Dois tipos de métodos numéricos sdo usados para resolver sistemas de equagoes lineares:
métodos diretos, onde a solugdo € obtida com a realizacdo de operagdes algébricas nas equagdes; métodos
iterativos, onde uma solucdo inicial aproximada ¢ assumida e entdo utilizada em um processo iterativo. A
eliminagdo de Gauss ¢ o método direto mais conhecido para resolver equagdes lineares. Muitos autores,
incluindo o proprio Gauss, contribuiram para moldar a eliminagdo de Gauss, a qual ja era conhecida hd mais
de 2.000 anos na China. O mérito de Gauss foi introduzir uma notacdo que auxilia no calculo manual de
sistemas lineares, que se espalhou rapidamente, sendo adotada por geodesistas no campo da cartografia e para
resolver problemas usando minimos quadrados. Apos uma breve contextualizacdo historica, sera apresentada
a elaboragdo de um script Scilab® didaticamente organizado para solugdo de sistemas lineares pelo método da
eliminagdo de Gauss, contendo func¢des que sdo compartilhadas pelos métodos disponiveis mais conhecidos,
as fatora¢des LU e de Cholesky, abordadas na segunda parte deste artigo.

Palavras-chave: Historia da tecnologia. Solucao de sistemas lineares. Métodos diretos. Calculo numérico.

Abstract: A system of linear equations or linear system is a finite collection of linear equations with the same
unknowns. Two types of numerical methods are used to solve systems of linear equations: direct methods,

where the solution is obtained by performing algebraic operations on the equations, iterative methods, where
an initial approximate solution is assumed and then used in an iterative process. Gaussian elimination is the

best-known direct method for solving linear equations. Many authors, including Gauss himself, contributed to

shaping Gaussian elimination, which had been known for more than 2,000 years in China. Gauss's merit was
to introduce a notation that helps in the manual calculation of linear systems, which spread quickly, being
adopted by geodesists in the field of cartography and to solve problems using least squares. After a brief
historical contextualization, the elaboration of a didactically organized Scilab® script for solving linear
systems using the Gaussian elimination method will be presented, containing functions that are shared by the
best-known available methods, the LU and Cholesky factorizations, covered in the second part of this paper.
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1 INTRODUCAO

Uma equagdo linear em incognitas X, x5, ... ,X, ¢ um a equagdo da forma
X1+ ax, + .tapx, =b (1
onde aq,a,, ... ,a, e b sdo constantes reais ou complexas. As constantes a; sdo chamadas de coeficientes de

x;e b ¢ chamado de termo constante da equacao.
Um sistema de equacdes lineares ou sistema linear € uma colecao finita de equacdes lineares de mesmas
incognitas. Um sistema linear de n equagdes e n incognitas x4, X5, ... , X, pode ser escrito como
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aj1Xx1 + A12Xy + aq3X3 + -+ A1 nXn = b1
alel + azzxz + a23x3 + -+ aann = bz
az1X1 + AzpX; + Azzxz + o+ AzpXy = b (2)
An1X1 + ApaXy + Apzxs + -+ appxy = by

ou, em notacdo matricial,

a1 aqz A3 - A1in xq b,
az1 Qzz Qzz - Azn | [ X2 b,
a3y dzz dazz 7 A3n| { X3 5 =1 by 3)
An1 Qnz Qupz .. Ann Xn bn

Uma solugdo do sistema linear [A]{x} = {b} é um vetor coluna de nimeros {s} tal que todas as equagdes
do sistema sdo satisfeitas quando x; = $;, X, = S5, ..., X, = Sp,. Ou seja, {s} satisfaz [A]{x} = {b}. O conjunto
de todas as solugdes do sistema € chamado o conjunto solugao do sistema.

Dois tipos de métodos numéricos sdo usados para resolver sistemas de equagdes lineares: nos métodos
chamados de diretos, a solucdo ¢ obtida com a realizacdo de operagdes algébricas nas equacdes; nos métodos
iterativos, uma soluc¢ao inicial aproximada € assumida e, entdo, utilizada em um processo iterativo. O método
direto mais conhecido para resolver equacdes lineares ¢ a eliminacao de Gauss, que sera descrito em detalhes
na se¢do 3. Resumidamente, o método consiste em manipular o sistema através de determinadas operacdes
elementares, transformando a matriz aumentada do sistema, onde o vetor {b} é colocado na ltima coluna da
matriz [A], em uma matriz triangular superior. Obtida a matriz triangular, basta aplicar substituigdes
regressivas sucessivas para chegar a solugdo pretendida.

2 A HISTORIA DA ELIMINACAO DE GAUSS
2.1 Métodos de eliminacdo na antiguidade

Fontes atuais de informagao situam as origens dos métodos para a solucao de sistemas lineares em uma
variedade de textos antigos de diferentes lugares e épocas: China, Grécia, Roma, India, paises arabes e
renascenca europeia. Tabuas cuneiformes do periodo da Antiga Babilonia, 2.000 a 1.600 a.C., contém o que
se acredita estar entre os primeiros problemas que podem ser interpretados como sistemas de equacdes lineares.
Sobre essa possibilidade Hoyrup (2010, a traducdo é nossa) argumenta:

“Até recentemente, a ‘algebra’ da Antiga Babilonia (majoritariamente identificada simplesmente como
‘Babildnica’) ou se parecia muito com a recente algebra de equagdes nas apresentagdes da histéria da
matematica, ou era caracterizada como ‘empirica’, uma colegdo de regras encontradas por tentativa e erro
ou outros métodos (ndo identificados) ndo baseados em raciocinio. [...] Analise mais precisa dos textos
matematicos da Antiga Babilénia — principalmente os chamados textos algébricos, os Tnicos
suficientemente extensos para permitir tal analise — mostra que ambas as visoes tradicionais estdo erradas.
As prescrigdes acabam sendo nem representagdes de calculos algébricos como os conhecemos, nem regras
(ou algoritmos) estupidas a serem seguidas cegamente; eles descrevem um tipo particular de manipulagio
geométrica, que, como a algebra de equagdes moderna, ¢ de carater analitico e que mostra a corre¢ao de
seus procedimentos sem ser explicitamente demonstrativa. [...] As ‘equagdes lineares com varias
incognitas’ sdo problemas verbais [...] cuja tradugdo em equagdes algébricas pressupde escolhas e, portanto,
ndo ¢ inequivoca. [...] As prescri¢des babildnicas descrevem [em palavras] o que € feito na representagdo
geométrica, assim como podemos descrever em palavras o que estamos fazendo com a equagdo. [...]
Afirmar que era uma algebra simplesmente porque seus procedimentos podem ser descritos em equacdes
modernas, ou declarar que ndo era, porque ela propria ndo escreveu tais equacdes, ¢ talvez um pouco
superficial.”

Uma das principais fontes para a matematica egipcia € o papiro “Rhind” (Figura 1), que data de cerca
de 1550 a.C. O problema 40 no papiro ¢ algumas vezes mencionado como um dos primeiros exemplos de
equagoes lineares simultaneas (Anton e Rorres, 2014, p.234). Ele foi assim formulado: “Divida 100 paes entre
cinco homens de tal maneira que a soma das trés maiores partes seja sete vezes a soma das duas menores. Qual
a diferenca entre as suas partes?” Gillings (1972, p .172, a tradug@o € nossa). Gillings, entretanto, argumenta
que a solucdo € baseada no conhecimento de progressdes aritméticas:
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“Em sua solu¢@o, o escriba imediatamente assumiu uma diferenga comum de 5 %, porque ele sabia que a
P.A. {23, 17%, 12, 6%, 1} preenche exatamente as condigdes do problema, exceto pelos 100 pées. Entdo ele
somou os 5 termos dando 60, que, observou ele, se tornara 100 se multiplicado por 1 2; Portanto, ele disse,
‘multiplique cada um dos cinco termos por 1 2;’, dando {38 ;, 29 %, 20,10 2%, 1 2;}‘, a qual, como
verificacdo, ele mostrou somar 100. Esta ¢ a sua resposta.” (Gillings, 1972, p .172, a tradugdo ¢ nossa).

Figura 1 — Lado esquerdo do “Rhind Mathematical Papyrus” (The Trustees of the
British Museum, 2024).

Por volta de 200 a.C., portanto dois mil anos antes de Gauss (1777-1855), os chineses estavam usando
métodos de eliminagdo para resolver sistemas de equagdes lineares (Katz, 1995, p.189). No capitulo 8 do livro
“Jiuzhang suanshu’™, o tratamento mais notavel de equagdes lineares simultineas conhecido da antiguidade,
sdo apresentados problemas de rendimentos agricolas, venda de animais e uma variedade de outros problemas,
todos levando a sistemas de equacdes lineares, que sdo resolvidos pelo método de eliminagdo. Os problemas
levam a sistemas que variam de duas equagoes ¢ duas incognitas a seis equacdes € seis incognitas, sendo que
um deles leva a um sistema indeterminado de cinco equagdes em seis incognitas. Abaixo, apresenta-se o
primeiro problema desse capitulo:

“Existem trés classes de milho, das quais trés pacotes da primeira classe, dois da segunda e um da terceira
fazem 39 medidas. Dois dos primeiros, trés do segundo e um do terceiro fazem 34 medidas. E uma das
primeiras, duas da segunda e trés da terceira fazem 26 medidas. Quantas medidas de grios estdo contidas
em um pacote de cada classe?” (Katz, 1995, p.191).

Cada classe de milho, ou grio, ¢ empacotada em tamanhos diferentes e o problema é decidir em que
tamanhos as diferentes classes sdo agrupadas. Na notacdo algébrica moderna, x; denotaria o nimero de

! Conforme explica Gillings (1972, p .21), todas as fragdes hieroglificas e hieraticas sdo fragdes unitarias. A fragdo
3/4, da forma p/q, era escrita pelos egipcios como 1/2 + 1/4. A excecdo ao uso do numerador unitario era a fragéo
2/3.

2 Forma transliterada do chinés JLEEff7. Traduzido para Nove capitulos sobre a arte da matematica, “Jiuzhang
suanshu” € um livro de autoria andnima e coletiva. O comentério escrito em 263 d.C. pelo matematico Liu Hui (Z1#) foi
o texto mais influente da historia da matematica chinesa.
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medidas de grao na primeira classe, x, o nimero na segunda classe e x3 0 niimero na terceira. Tem-se, entdo
trés equagdes em trés incdgnitas, ou seja,

3.x1 + 2.x2 +X3 = 39
2.x1 + 3.x2 +X3 = 34‘
X1+ 2x, +3x3 =26

Os chineses antigos, porém, nao usavam variaveis. Usando varetas de contagem feitas de bambu ou
marfim para representar os numeros (Figura 2), os chineses configuravam fisicamente o problema em um
tabuleiro de contagem na forma de uma matriz, organizando os coeficientes de cada equagdo em uma coluna
e preenchendo as colunas da direita para a esquerda (Brezinski; Meurant; Zaglia, p. 35-36). A Figura 3(a)
representa a configurag@o inicial do problema dos graos. Iniciando a solu¢do do problema, multiplica-se a
coluna do meio por trés e a subtrai duas vezes da coluna da direita e, entdo, multiplica-se a coluna da esquerda
por trés e a subtrai da coluna da direita, resultando na configuracdo da Figura 3(b). Em seguida, a coluna mais
a esquerda € multiplicada por cinco e subtraida quatro vezes da coluna do meio, resultando na configuracdo da
Figura 3(c), a partir da qual a solugdo pode ser encontrada para a terceira classe de graos, depois para a segunda
¢ a primeira por substitui¢do reversa. As quantidades que nao desaparecem na coluna da esquerda, a primeira
¢ o divisor e a seguinte o dividendo da terceira classe, em algarismos arabicos, respectivamente 99 e 36. Assim,
o numero de grios da terceira classe é 99/36, razdo que pode ser simplificada para 11/4, conforme mostrado
na Figura 3(d). Para encontrar a quantidade de grios segunda classe, multiplica-se a coluna do meio por 4 (o
divisor da terceira classe) e, entdio, a subtrai da coluna da esquerda, obtendo em arabico [0 20 0 85]7. Assim,
o numero de graos da segunda classe ¢ 85/20 que ¢ simplicado para 17/4, resultando na configuracdo da
Figura 3(e). Para encontrar a quantidade da primeira classe, multiplica-se a coluna da direita por 4 e subtrai o
resultado da coluna da esquerda, obtendo em ardbico [12 8 0 145]7. Resultado este que ¢é subtraido duas vezes
da coluna do meio, obtendo, apos simplificacdo, a configuragdo final da Figura 3(f). Dividindo os dividendos

. . , . . . 1 1 3
das trés classe pelo divisor 4, obtém-se as respectivas quantidades, ou seja, x; = 9=, x, = 4=~ e x3 = 2~
4 4 4

Figura 2 — Havia dois conjuntos de numerais na China antiga (Brezinski; Meurant;
Zaglia, 2002, p. 35). As unidades, centenas e dezenas de milhares sido representadas na
forma vertical, enquanto as dezenas e os milhares na forma horizontal. Nao havia
necessidade de um zero na tibua de contagem, um quadrado era simplesmente
deixado em branco.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Unidades, centenas e . = == | 1 L =
dezenas de milhares - = - - = = =
Dezenas, milhares e I ll M m T T T T

centenas de milhares

Figura 3 — Passos da solu¢io do problema dos graos usando um tabuleiro de contagem
chinés tradicional. Adaptada de (Schwartz, 2008, p. 11).
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Segundo Grear (2011b, p.783), nas obras “Apifunnixy” (Aritmética) do matematico grego AOQAVTOC
(Diofanto - II a.C) e “Aryabhatiya” do matematico hindu Aryabhata (século 5 d.C.) foram resolvidas o que
pode ser interpretado como equagdes lineares simultaneas sem, contudo, a generalidade de “Jiuzhang
suanshu’.

2.2 A eliminacio gaussiana na Europa renascentista

Com excecdo do método chinés, pouco progresso no desenvolvimento de uma teoria abrangente de
sistemas de equacdes lineares e suas solugdes foram feitos da antiguidade até os Giltimos anos do século XVIIL.
Durante este periodo equagdes lineares simultaneas raramente eram consideradas e, quando eram, a eliminac¢ao
gaussiana estava ausente, exceto no “Jiuzhang suanshu’ e, segundo Kloyda (1938 apud Grear, 2011a, p. 169),
que examinou 107 textos de algebra impressos entre 1550 e 1660, apenas nas obras dos matematicos franceses
Jaques Peletier du Mans (“L‘algebre”, 1554), Johannes Buteo (“Logistica”, 1560) e Guillaume Gosselini (“De
arte magna”, 1577) e do matematico suico Heinrich Rahn (“Teutsche Algebra”, 1659).

Antes do periodo examinado por Kloyda, para resolver um sistema de duas equagdes lineares, o
matematico italiano Gerolamo Cardano (1501-1576) forneceu uma regra chamada de regula modi (regra
pratica) em sua obra de 1545, “Artis magnce, sive de regulis algebraicis, liber unus” (Um tnico livro sobre as
grandes artes ou sobre regras algébricas). Sua regra, corresponde, em esséncia, a regra de Cramer para sistemas
2 X 2. Cardano (1545, p. 52, anverso) propde o seguinte problema: “Sete pacotes de seda verde e trés de preto
custam 72 denarios® e, pelo mesmo prego, dois de verde e quatro de preto custam 52 denarios. Nos desejamos
conhecer seus precos. Suponha que x ¢ o preco de um pacote da seda verde.”. Em termos modernos, tem-se o
seguinte problema:

7x1+ 3x, =72
2xq +4x, =52 )

Para resolver o sistema da Equagdo 4, Cardano estabelece a seguinte regra:

“[...] Divida 4 por 3, ou seja, o numero de pacotes do mesmo tipo de seda em duas posigdes, resulta 1 %
Multiplique isso por 7 e 72, resultando em 9% e 96, dos quais subtraia os nimeros dados para a segunda

. N . . 1 .. . . 1
posicdo, que sdo 2 e 52, respectivamente, deixando 7§ ¢ 44. Divida o ntimero de denarios, 44, por 75, o
numero de pacotes, resulta em 6, o prego de um pacote de seda verde. E, assim, estabelecera uma regra

mais breve, a partir de uma operagao tdo longa, de onde merecidamente esse regra pratica pode ser chamada
de mae das regras.” (Cardano 1545, p. 52 verso, tradugao € nossa).
Esta regra, pode ser matematicamente escrita para a Equag@o 4 como:
72-4/3 =52
MTT3 -2
ou, usando coeficientes em vez de nimeros:

byaz; — byay;

X1 =
11022 — Q12021

que ¢ calculo de x; na forma da regra de Cramer®.

Peletier (1554, p. 107-112) resolve um problema proposto por Cardano (1545, p. 21 verso — 22 anverso)
onde “trés homens tinham algum dinheiro. O primeiro homem com a metade dos outros teria 32 dureos’, o
segundo com um tergo dos outros, 28 aureos; e o terceiro com um quarto dos demais, 31 aureos. Quanto tinha
cada um?” (a traducdo € nossa). Apos revisar a solu¢do de Cardano ponto a ponto, ele apresenta uma solugao
mais adequada ao seu proposito, ou seja, puramente simbolica. Peletier forma o sistema de equagdes da forma
descrita a seguir. “O primeiro homem com a metade dos outros teria 32 aureos”: R + (A + B)/2 = 32, ou
seja, 2R + A + B = 64. “0 segundo com um tergo dos outros, 28 aureos™ A + (R + B)/3 = 28, ouseja, R +
3A + B = 84. “E o terceiro com um quarto dos demais, 31 dureos”™: B+ (R + A)/4 =31, ouseja, R+ A+

3 O dendrio (denarius, em latim, plural denarii), era uma pequena moeda de prata em circulagio durante a maior
parte do Império Romano.

4Na sua obra “Introduction a I’analyse des lignes courbes algébriques” de 1750, Gabriel Cramer publicou a regra
que leva seu nome para a solu¢do de um sistema n X n, sem, contudo, oferecer uma prova (Brezinski; Meurant,; Zaglia,
p- 104-105).

> O 4ureo (aureus, em latim, plural aurei) era uma antiga moeda romana de ouro, equivalente a 25 denarios.
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4B = 124. A partir dessas trés equacdes iniciais, Peletier obtém sete, quando precisaria obter apenas mais trés
equacgdes, e, utilizando as equagdes x, v ¢ i da Tabela 1, obtém a solu¢do do problema por substitui¢do
regressiva.

Tabela 1 — Sistema de equacées e sua solucio em Peletier (1554, p. 111-112).

Combinacio Equacio Numeracio
2R+A+ B =64 i
R+3A+B =84 il
R+A+4B =124 iii
il + iii 2R + 4A + 5B = 208 iv
iv—i 3A+ 4B = 144 v
i+ii 3R+ 4A+ 2B = 148 Vi
i+iil 3R+ 2A+5B =188 vii
vi + vii 6R + 6A+ 7B = 336 viii
6 X iii 6R + 6A + 24B = 744 ix
X — viil 17B = 408 X

Buteo em seu trabalho “Logistica quee & arithmetica vulgo dicitur in libros quinque digesta” (Logistica,
comumente chamada de aritmética, dividida em cinco livros), na secdo intitulada “De regula quantitatis” (Da
regra de quantidade), resolveu sistemas lineares de trés e quatro equagdes por eliminagdo gaussiana usando
uma combinagao linear de duas equagdes como em “Jiuzhang suanshu’. Buteo (1560, p. 190, tradug@o nossa)
propde encontrar “trés nimeros, o primeiro dos quais com um ter¢o do resto da 14. O segundo com um quarto
dos outros, 8. O terceiro com um quinto dos outros, 8”. A solu¢do do problema, obtida por substitui¢ao
regressiva a partir das equagdes vi, v e iii, ¢ apresentada na Figura 4. Grear (2011a, p. 169) observa que os
Nove capitulos e a elimina¢do candnica usariam as equacao i no lugar da equacgao iii.

Figura 4 — Sistema de equacdes e soluciio por elimina¢io de Buteo, onde ele usa °.” ou
‘,” para simbolizar ‘+’ e ‘|’ para ‘=". Adaptado d_e Buteo (1560, p. 190-191).
i 34 1B.1C [42}1°
i 1A 4B.1C[32]2°
i 1A IB.§CL4 3—«
&J‘t‘ﬁu‘r3c .ﬁ, - 3 xii
- 3A, 1B,1C| 4 i

v . uB*z‘C[;: iy

3¢f33 15 C uo © 3 il
-3 A KB 1C[ 42 i

v %;1.9.-.14CL78
: :3-3-.8 'I4CE8;8 11xv
L 22B. 4C[108 , 2xiv
vi 150 C[ 750]

Gosselini (1577, p. 82 verso — 84 anverso) resolve o mesmo problema de quatro incognitas e quatro
equagdes proposto por Buteo (1560, p. 193, traducdo nossa): “Vamos encontrar quatro nimeros, 0 primeiro
dos quais com a metade do resto da 17; o segundo com um tergo dos outros, 12; o terceiro com um quarto dos
outros, 13; o quarto com um sexto dos outros também 13.”, cujo a solugdo inicia com a construcdo da sistema
de equacdes da Figura 5(a). Para eliminar a variavel A do sistema de equagdes da Figura 5(a), Gosselini soma
a terceira e a quarta equacdes, a segunda com a quarta e a segunda com a terceira. Os resultados das adi¢des
sdo subtraidos da primeira equagdo, resultando no resultado indicado na Figura 5(b). Para eliminar a variavel
B do sistema da Figura 5(b), ele inicia multiplicando por 3 a segunda equagdo. O resultado obtido é, entdo,
subtraido primeiro da terceira e depois da quarta equacdo, resultando em um novo sistema, apresentado na

TUTO0005 8



Revista Ilha Digital, ISSN 2177-2649. Volume 10, paginas 3-31, 2025

Figura 5(c). Finalmente, para eliminar a variavel C do sistema da Figura 5(c), Gosselini multiplica a quarta
equacdo por 11, a terceira equagdo por 8 e subtrai os resultados, obtendo o sistema de equag¢des mostrado na
Figura 5(d), sistema que pode ser resolvido por substituigao regressiva.

Figura 5 — Processo de eliminaciio progressiva em Gosselini (1577, p 82-84).

2A+B+C+D =34 2A+B+C+D =34
A+3B+C+D =36 B+4C+6D =96
A+B+4C+D =52 3B+ C+6D =80
A+B+C+6D=78 3B+4C+D =54

(@) )
2A+B+C+D =34 2A+B+C+D =34
B +4C+6D =96 B+4C+6D =96
11C + 12D = 208 11C + 12D = 208
8C + 17D = 234 91D =910

© @

Rahn (1659, p. 85-86, tradugdo nossa), o ultimo autor citado por Kloyda, resolveu o seguinte problema
de trés incognitas: “Trés partilham uma quantia: o primeiro da aos outros dois tanto quanto eles ja tém; o outro
da aos restantes tanto quanto eles t€m; o terceiro faz o mesmo. De acordo com o seguinte, cada um fica com
8. Quanto cada um tinha no come¢o?”. Rahn inicia a solugio elaborando a Tabela 2%, dela extraindo o sistema
de equacgdes, que € resolvido conforme apresentado na Figura 6.

Tabela 2 — Construcio do sistema de equacgdes para a solucio do problema sugerido
por Rahn (1659, p. 85).

Primeiro Segundo Terceiro
1 a b c
2 a—b—c 2b 2c
3 2a —2b — 2c —a+3b—c 4c
4 4a —4b —4c —2a+ 6b — 2c —a—b+7c

No capitulo IV do primeiro livro do “Traité d’Algébre, ou Principes Généraux pour Résoudre les
Questions de Mathématique” de 1690, o matematico francés Michel Rolle apresenta uma descrigdo do
algoritmo da eliminagcdo de Gauss, o qual ele chamava de método da substituicdo (Rolle, p. 46-47). Ele
descreve as diversas etapas do método em palavras, onde ele usa o termo libertar (Dégager) no lugar de
eliminar: “Tomaremos uma das igualdades que quisermos. Nesta igualdade pegaremos, também, uma de suas
incognitas a vontade e a libertaremos.” (Rolle, 1690, p. 46, traducdo nossa). Entdo ele propdes organizar os
calculos em colunas, onde a da esquerda, a coluna de dire¢do (colomne de direction), corresponde a etapa
conhecida atualmente como eliminacdo progressiva e a da direita, a coluna de retorno (colomne de retour),
correponde a etapa da substituigdo regressiva. Apos a descricdo do método, ele o aplica na solugdo de um
sistema de equagdes lineares de ordem 4. Na Figura 7 ele apresenta “a ordem e a disposi¢cdo que podem ser
dadas ao calculo” (Rolle, 1690, p. 46, tradugdo nossa). A coluna de direcao inicia com o sistema original e,
obtém-se, sucessivamente, sistemas menores usando a primeira equag¢do de cada um para remover uma
incognita das outras equagdes do sistema. A coluna de retorno inicia com um sistema composto pela primeira
linha de cada sistema da coluna de direcao, sendo que a primeira equagdo € o resultado de uma das incognitas.
Entdo, obtém-se, sucessivamente, sistemas menores substituindo-se o resultado da primeira equagido de cada
sistema nas suas outras equagdes para conhecer uma nova incognita.

6 “Q primeiro dé aos outros tanto quanto eles ja tém”:

e celeficacoma—(b+c),
e osegundo com 2b e
e o terceiro com 2c.

“O outro da aos restantes tanto quanto eles tém™:
e celeficacom2b—(a—b—c)—2c=—-a+3b—c,
e o primeiro com 2a — 2b — 2c e
e o terceiro com 4c.

“O terceiro faz 0 mesmo™:
e celeficacom4c— (2a—2b—2c)—(—a+3b—c)=—a—-b+7c
e o primeiro fica com 4a —4b —4ce
e o segundo com —2a + 6b — 2c.
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Figura 6 — Sistema de equagdes e solucio por eliminac¢io gaussiana de Rahn (1659,

g |10 —zb+6éc=10
g+ 11| ==2b—2c=6
16411 |12 4c=16
1354 113 C=4
L 1%y |14 =18
16+14 'S g =28
1516 16 B =
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! 8"‘-‘7 1 : i . =l : »
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Figura 7 — Eliminacio gaussiana realizada por Rolle (1690, p. 47), onde ele usa ¢ 2’
para simbolizar ‘=’.
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Newton, em notas de aula sobre algebra escritas em latim e que preferia ndo ter visto publicadas,
descreveu um processo de resolucdo de equagoes nao lineares simultneas, conforme o contexto e os exemplos
que o acompanham. Uma ultima versdo desses manuscritos foi entregue em 1684 para a Universidade de
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Cambridge e publicada, com a recusa da autoria por parte de Newton, apenas em 1707 por William Whiston
que ocupou a catedra de Newton em Cambridge em 1702. A primeira edicdo em inglés, com tradugdo de
Joseph Raphson, foi publicada em 1720 sob o titulo “Universal Arithmetick: or a Treatise of Arithmetical
Composition and Resolution”, ainda sem o nome de Newton como autor. Na sessdo desse livro intitulada “Of
the transformation of two or more cequations into one, in order to exterminate the unknown quantities”,
Newton propde um método de eliminagao para sistemas de equagdes em que:

“[...] essas equagdes (duas a duas, se houver mais de duas) devem ser conectadas de modo que uma das
quantidades desconhecidas possa desaparecer em cada uma das operagdes, ¢ assim produzir uma nova
equagdo. [...] E vocé deve saber que para cada equagdo uma quantidade desconhecida pode ser retirada e,
consequentemente, quando houver muitas equagdes ¢ quantidades desconhecidas, todas podem ser
reduzidas a uma, na qual havera apenas uma quantidade desconhecida.” (Newton, 1720, p. 60-61, tradugdo
€ nossa).

Newton, entdo, oferece varios métodos para eliminar, ou exterminar em suas palavras, incluindo
igualdade e substituicdo:

“Quando a quantidade a ser exterminada for de apenas uma Dimens3o em ambas as equagdes, ambos 0s
seus Valores devem ser buscados pelas Regras ja entregues, e uma feita igual a outro.

Entdo, colocando que a + x = b + y e 2x + y = 3b, que y pode ser exterminada, a primeira equagdo dara
4b—a

ax —b =y, e asegunda dara 3b — 2x = y. Logo, a + x — b = 3b — 2x. Ou na devida ordem x =

[...] Quando, pelo menos, em uma das equagdes a Quantidade a ser exterminada for apenas de uma
Dimensdo, seu Valor devera ser buscado nessa equagdo, e entdo substituido em seu lugar na outra equagao.
3

Entdo, tendo proposto xyy = b3 e xx + yy = by — ax, para exterminar x, a primeira darad x = ;—y; pelo

3 6 3
que eu substituo na segunda s_y no lugar de x, e 14 resulta % +yy =by — %, e por redugdo y® — by® +

ab3yy + b® = 0.” (Newton, 1720, p. 61-62, tradugdo nossa).

Segundo Grear (2011a, p. 171), Newton parece ter influenciado mais do que Rolle os autores franceses
influentes de livros didéticos perto da virada do século XVIII, como Etienne Bézout, Sylvestre Lacroix e Louis
Pierre Marie Bourdon. Esta influéncia pode ser percebida na escolha das palavras, como em extermino do texto
em latim traduzida para exterminate na edigdo inglesa e nos textos que dela derivaram. Um exemplo
proeminente dessa influéncia é Tratado de Algebra de Thomas Simpson de 1755, onde ele ampliou as ligdes
de Newton para ‘o exterminio de quantidades desconhecidas’ com a regra de adi¢do e/ou subtragdo, usada em
“Jiuzhang suanshu” que formava uma combinacgao linear de duas equagdes:

“Multipliquem-se ou dividam-se as equagdes dadas por tais nimeros ou quantidades, sejam conhecidas ou
desconhecidas, de modo que o termo que envolve a maior poténcia da quantidade desconhecida a ser
exterminada possa ser o mesmo em cada equagdo; e entdo, adicionando ou subtraindo as equagdes,
conforme a ocasido exigir, esse termo desaparecera e surgird uma nova equagdo, na qual o nimero de
dimensdes (se ndo o nimero de quantidades desconhecidas) sera diminuido.” (Simpson, 1755, p. 64,
tradugdo nossa).

No seu livro intitulado “Volistindige Anleitung zur Algebra”, Leonhard Euler afirma, no capitulo
dedicado a solug¢do de duas equacdes de primeiro grau, que o método da substituicdo € a “maneira mais
natural” de proceder (Euler 1771, p. 27, tradugdo nossa). Euler inicia mostrando, através de exemplos, como
resolver um sistema com duas equagdes e duas incognitas igualando as duas equagdes em x e computando v,
¢ mais adiante, ele explica como resolver um sistema linear de trés equagdes. Generalizando, Euler escreve:
“Se houver mais de trés quantidades desconhecidas e o0 mesmo nimero de equagdes, a solucdo podera ser
realizada de maneira semelhante, o que normalmente levaria a calculos incomodos.” (Euler, 1971, p. 32,
tradugdo nossa).

“L'Encyclopédie méthodique par ordre de matieres par une Société de gens de Lettres, de Savans et
d’Artistes”, publicada em 1782 a 1832 por Charles-Joseph Panckoucke, estd dividida em dicionarios
cientificos. Com mais de 200 volumes sobre cerca de quarenta assuntos, contando com mais de 400 autores,
consiste numa nova e completa edi¢do da “The Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts
et des métiers” sob a supervisao do filosofo francés Denis Diderot e do matematico Jean Le Rond d’ Alembert
(The ARTFL Project, 2024). No primeiro dos trés volumes dedicados a matematica, ha um verbete
“Elimination” escrito pelo abade Charles Bossut, que explica:
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“Chamamos assim uma operagdo pela qual, dado um numero n de equagdes que cont€ém um numero n de
incognitas, encontramos uma equacdo que contém apenas uma incognita: de modo que se pudermos
resolver esta equagdo, saberemos a incognita que ela contém; e voltando, conheceremos as outras
incognitas. A partir dai, eliminar uma quantidade significa a mesma coisa que remover essa quantidade,
fazé-la desaparecer.” (Bossut, 1784, p.625, traducdo nossa).

2.3 A eliminacio gaussiana no século XIX

Nao obstante o verbete publicado por Bossut, foi Sylvestre Lacroix que iniciou a disseminag¢do do termo
“eliminacdo” para caracterizar a eliminacdo de Gauss. Nesse sentido Lacroix (1804, p. 114, tradu¢do nossa) escreveu:

“[...] se essas incognitas forem apenas de primeiro grau, podemos, como fizemos nos numeros anteriores,
pegar em uma das equagdes o valor de uma das incognitas, como se todo o resto fosse conhecido, e substituir
esse valor em todas as outras equagdes, que depois disso conterdo apenas as outras incognitas. Esta operagdo
pela qual removemos uma das incégnitas, € chamado de eliminag&o.”.

Em 1818 foi impressa nos Estados Unidos uma tradugdo de “Elemens d’algebre” de Lacroix feita por
John Farrar. Dezenas de livros didaticos americanos do século XIX repetiram “[isso] ¢ chamado de
eliminagdo” depois que a tradug@o de Farrar apareceu (Grear, 2011a, p. 177, tradugdo nossa).

Conforme destacam Brezinski, Meurant e Zaglia (2002, p 56, traducdo nossa), “até meados do século
XVIII, apenas sistemas lineares muito pequenos com coeficientes inteiros foram resolvidos, seja como
exercicios em livros ou como exemplos com problemas relacionados aos comerciantes”. Isso nao foi um
problema por algum tempo, porque grandes sistemas de equagdes lineares ndo surgiram em aplicagdes
relevantes. Essa situagdo muda no inicio do século XIX com a apari¢cdo do método dos minimos quadrados
(méthode des moindres quarrés) em “Nouvelle méthode pour la détermination des orbites des cometes” de
Adrien-Marie Legrendre (1805) e em “Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solum
cmbientium” (Teoria do movimento dos corpos celestes orbitando o sol em segdes conicas) de Carl Friedrich
Gauss (1809). O método dos minimos quadrados, que surgiu de problemas em astronomia, geodésia e
topografia, ¢ um método para fazer inferéncias estatisticas para as incognitas em sistemas de equagdes lineares
com mais equagdes que incognitas (sobredeterminados), minimizando a soma dos quadrados das diferencas
entre o valor estimado e os dados observados, para obter “tantas equagdes lineares quantas sdo as incognitas a
serem determinadas, das quais os valores destas ultimas serao obtidos por eliminagdo comum” (Gauss, 1809,
p.214, tradugdo nossa), ou, do latim, eliminationem vulgarem.

Gauss aplicou o método dos minimos quadrados formulando seus calculos em termos de formas
quadraticas para encontrar a melhor solu¢do de um sistema de equagdes lineares sobre determinado com onze
equacdes e seis incognitas:

“No volume I do Gottingen Nachrichten, Gauss apresentou a aplicagdo de seu método a corregdo dos
elementos do planeta Pallas’. Dado que o ilustre matematico desenvolveu o algoritmo descrito mais
brevemente na sua grande obra Theoria Motus Corporum Coelestium [...] neste exemplo, sentimos que
deveriamos traduzir aqui esta parte das suas memorias. Como a primeira parte requer um amplo
conhecimento da teoria do movimento planetario, ndo a reproduziremos ¢ tomaremos como ponto de
partida as doze equagdes que os seis elementos da orbita deveriam satisfazer. [...] Pela natureza das
observagdes que forneceram a décima dessas equagdes, considera-se que inspira muito pouca confianga
fazer uso dela, e as seis incognitas serdo determinadas apenas a partir das outras onze.” (Gauss e Bertrand,
1855, p. 134-135).

A Figura 8 apresenta as equacdes obtidas por Gauss, onde as correcdes dos elementos das oOrbitas sdo
representadas por dL, d7, dm, dg, dQ e di. O sistema continha restricdes conflitantes que surgiram devido a
erros de medigao.

7 Pallas, o terceiro maior corpo do cinturdo de asteroides entre Marte e Jupiter, era considerado um planeta a época
de Gauss.
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Figura 8 — Sistema de equacdes usado por Gauss para determinar a excentricidade e
inclinacio da dérbita de Pallas (Gauss, 1855, p. 135).

0=—183",03 +0,79363d L + 143,66 47 + 0,394g3 d~
+ 0,95920d9 —0,18856d § + 0,17387d/;
o==— 6",81 —0,02658d L + 46,71 47 + 0,02658 d~
—0,20858dy +0,15946d ) + 1,25782di;
o==— ¢",00+0,58880dL -+ 358,12d7 + 0,26208dx
—0,85234d¢ +0,14912d Q) +0,17975di;
o=— 3"09+ 0,01318dL + 28,39d7—0,01318d~
—0,07861d¢ +0,91704 d ) + 0,54365di;
o=— 0",02 41,73436dL+ 1846,17d7 —0,54603 d=
—2,05662d9 —0,18833d(} —0,174454d¢;
o=— 8",08—0,12606dL—227,42d7 4+ 0,12606d~
—0,3893gdg +0,17176 & 3 — 1,35441 di;
o=— 2",31 4+ 0,99584d L + 1579,03 d7 + 0,06456 d =
+1,99545d9p — 0,06040d {) — 0,33750di;
o=+ 2",47—0,08089dL—67,22d7 + 0,0808gdn
—0,09970d9 —0,46359d () + 1,22803 di;
o=+ 0”01+ 0,65311dL+1329,09d7+ 0,38994d=
—0,08439dy — 0,04305d {) +0,34268di;
o=+ 38",12 — 0,00218dL + 38,47 d7+ 0,00218d=
—o0,18710d¢ + 0,47301d ) — 1,14371di;
0==—317",7340,69957d L + 1719,32d7 4+ 0412913 d=
—1,38787d9 +0,17130d §) —0,083604d¢;
o=+117",97—0,01315dL— 43,84d7+ 0,01315d =~
-4-0,02929d g 4 1,02138d  —0,27187 d..

Como as onze equagdes ndo podem ser satisfeitas, procura-se minimizar a soma de seus quadrados.

Assim, o sistema acima pode ser representado por

n+ap+bg+cr+-=w
n+ap+bqgtcr+-= 0"
n'+ad'p+b'q+c'r+- = 0"

ondep, q,1, ... sdo as incognitas do modelo linear; n, a, b, c, ... sdo os coeficientes de ajuste de cada observacdo
e sdo conhecidos; w, w’, w", ... sd0 os erros ou discrepancias cujo a soma dos quadrados

N=w?+0?+ "+
deve der minimizada. As condigdes de primeira ordem para um minimo sio:

(O(w?+w?+w"+-)

=0
op
d(w* +w?+w"?+-) 0
9q (5)
d(w?+w?+w"?+ )
=0
or

Resolvendo a primeira equagao do sistema de equagdes mostrado na Equagdo 5, resulta:

2a(n+ap+bg+cr+-)+2ad(n+a'p+b'g+c'r+--)
+2a"(n" +a"p+b"q+c"'r+ )+ =0

Agrupando os coeficientes em n, p, q, 1, etc., resulta:
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(a® + a’+a" + ~)p+(ab+ab +a'b" +-)q+(ac+a'c’+a’c" + - )r+-
=(an+a'n" +a"'n" +-)

ou, em uma notagdo escolhida por Gauss® para representar os somatorios:
(an) + (aa)p + (ab)q + (ac)r + =0
Utilizando procedimento similar nas outras equagdes do sistema, obtém-se:

(an) + (aa)p + (ab)q + (ac)r + - =0
(bn) + (ab)p + (bb)q + (bc)r + - =0 ©6)
(en) + (ac)p + (bc)g + (ca)r + =0

Optando-se por apresentar “a versdo da elimina¢do de Gauss dos livros didaticos de astronomia e de
geodésia do século XIX e inicio do século XX (Aldrich, 1998, p. 62, traducdo nossa) mais simples que a
versdo de Gauss’, inicia-se o processo de eliminagdo resolvendo a primeira equagio para p:

__labg_(a) (W)
T @@ (@) (aa)

E, entdo, substituindo o valor de p dado pela Equacao 7 nas outras equagdes da Equagdo 6, resulta

<(bn)_M)+<(bb)_@)q+<(bc)_M)H... iy

(7

(aq) (aa) (aa)
®)
(ac)(an) (ab)(ac) (ac)?
((cn) - W) + ((bc) — W) q+ <(cc) ~ @) )r +:-=0

Gauss utiliza uma notagdo para o termo independente e os coeficientes das incognitas, por exemplo o
coeficiente de q ¢ abreviado para (bb, 1), indicando que a primeira eliminacao foi concluida. Assim, o sistema
da Equacao 8 pode ser reescrito como

(an) + (aa)p + (ab)g + (ac)r + .. = 0
(bn, 1) + (bb,1)q + (bc,Dr + = 0 )
(en, 1) + (bc,1)q + (cc,D)r + .. = 0

Construindo combinagdes sucessivamente menores de parametros, obtém-se:

(an) + (aa)p + (ab)gq + (ac)r + .. = 0
(bn, 1) + (bb,1)g + (b, D)r + ... = 0
(cn, 2) + (cc,2)r + .. = 0

Repetindo o processo de eliminagdo para as outras incognitas, obtém-se um sistema triangular que pode
ser resolvido por substituicdo regressiva. Aplicando seu método ao conjunto das onze equagdes confiaveis da
Figura 8, Gauss constrdi o sistema triangular da Figura 9, onde obtém por substitui¢do, em sequéncia, di, dQ,
do, d7, dn e dL. E importante destacar que a notagdo utilizada por Gauss descarta as equagdes da algebra

8 A notacdo que se popularizou utiliza colchetes ao invés da notagdo com parénteses empregada em (Gauss e
Bertrand, 1857). A notagdo com colchetes apareceu em seu trabalho “Disquisitio de elementis ellipticis Palladis” (Uma
discussdo sobre os elementos elipticos de Pallas) de 1810 (Gauss, 1811, p. 22).

9 ; AL B2 ¢ .
Gauss reduz ) a soma de quadrados a forma @ + o0 T e + -+ (nn, p), onde:

e 1 ¢éaquantidade de variaveis,
e Adependedep,q,r, ..,
e Bdependedeq,r, ..,
e (dependeder, ...
Assim, “o minimo valor corresponde aos valores das incognitas para as quais A=0, B=0,C=0, .. e,
iniciando a resolver o sistema com a ultima equagdo, a qual contém somente uma delas, encontra-se o valor de p, q, 7,
etc.” (Gauss e Bertrand, 1855, p. 139, traducdo nossa).
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simbdlica, permitindo uma organizagdo mais eficiente do trabalho. Em seus calculos, ele escrevia uma lista de
numeros utilizando a notagdo (xy, k) para identificar os valores (Gauss e Bertrand, 1855, p. 139-140).

Figura 9 — Sistema triangular a partir do qual Gauss obteve as correcdes dos
elementos das orbitas de Pallas (Gauss, 1855, p. 141).

o=+ 17",11 +5,423834di,

o=+ 75",23 + 2,22346d } —0,37766d/,

0=+ 25",66 +9,29213d¢ —0,36175d ( —0,57384di,

0 =—115",81 +0,71612dx +1,11063d9 — 0,06392d (3
<+ 0,258684d 1,

0 = —13854" + 2458225d7 +62,13dx —o0,51058de¢
+213,84dQ +173,45di,

0 =--371",09+ 5,91569d L + 7203,9t1d7 —0,00344dx
—2.20516de — 0,34664d Q— 0,18194di;

Legendre (1805, p.74) considerou varias medidas da observacdo de uma grandeza com erros na forma
E=a+bx+cy+fz+--

onde a, b, c, f, ... sdo coeficientes conhecidos que variam de uma equagdo para outra € X, y, Z, ... S30 as
incognitas comuns a todas as equagdes tal que o valor de E para cada equagao seja zero ou aproximadamente
zero. Se o niimero de equagdes superar o numero de incognitas, ¢ impossivel eliminar todos os erros. Assim,
Legendre sugere minimizar a soma do quadrado dos erros, ou seja, de

E* +E? +E"* + -
ou,

(a+bx+cy+fz+etc)?+ (@ +b'x+c'y+f'z+etc.)?
+ @ +b"'x+c"y+f"z+etc.)? +

Entao, ele iguala a zero as derivadas parciais dessa soma em relacdo as incognitas, obtendo “dessa forma
tantas equagdes minimas quantas forem as incognitas, e essas equacdes deverdo ser resolvidas por métodos
comuns” (Legendre, 1805, p.75, tradugo nossa). Por exemplo, na nota¢do empregada por Legendre, a equacdo
minima com relagdo a x, ¢

0=fab+xfb2+yfbc+yfbc+szf+etc.

onde [ ab representa a soma dos produtos semelhantes ab + a’b’ + a’'b"’ + etc.; [ b? representa a soma dos
quadrados dos coeficientes de x, a saber, b + b'? + b2 + etc, e assim por diante.

Em 1809, quando publicou seu método para calcular a orbita de corpos celestes, Gauss reivindicou ter
desenvolvido o método dos minimos quadrados em 1795:

“Nosso principio, que utilizamos desde o ano de 1795, foi recentemente publicado por Legendre na obra
Nouvelles methodes pour la determine des orbites des cometes, Paris, 1806, onde foram explicadas varias
outras propriedades deste principio, que, por uma questao de brevidade, omitimos aqui.” (Gauss, 1809, p.
221, tradugdo nossa).

Comecou entdo uma das mais famosas disputas de prioridades da historia da matematica. Embora seu
nome tenha sido mencionado por Gauss, Legendre ficou muito ofendido com a declaragdo de Gauss e em uma
carta a Gauss datada de 31 de maio de 1809, “com elogios ao novo livro, indicou que as afirmagdes de
prioridade ndo devem ser feitas sem comprovacao por publicagdes anteriores” (Celmins, 1998, p.123, traducao
nossa). Gauss nao lhe respondeu. Legendre, ainda, aproveitou a oportunidade da publicagdo em 1820 de um
segundo suplento as suas memorias de 1805, para atacar publicamente as reivindicagdes de prioridade de
Gauss.

Em 1838, Friedrich Wilhelm Bessel e Johann Jacob Bayer popularizaram a abordagem de Gauss, quando
a notacdo passou a ser adotada pelos cartografos e os calculos de Gauss tornaram-se parte do curriculo de
matematica dos geodesistas (Brezinski; Meurant; Zaglia, 2022, p 61).
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O professor americano William Chavenaut (1868, p. 514, tradugéo nossa) contribui para a popularizagdo
do método da elimina¢do nos Estados Unidos:

“Qualquer que seja 0 método em que a eliminagdo seja realizada, chegaremos necessariamente a0s mesmos
valores finais das quantidades desconhecidas; mas, quando o nimero de equagdes é consideravel, o método
de substituigdo, com a conveniente notagdo de GAUSS, é universalmente seguido.”.

Segundo (Grcar, 2011, p. 187), em 1878, o calculista ou computador humano Myrick Hascall Doolittle,
entdo na Computing Division of the U.S. Coast and Geodetic Survey em Washington, apresentou, usando um
pequeno exemplo numérico (Figura 10), um método para resolver as equacgdes normais decorrentes de
problemas de triangulagdo'’.

Figura 10 — Sistema linear utilizado por Doolittle na descri¢do do seu método
(Doolittle, 1878, p. 115).

1. 0 = 4 5423Tw + 2.1842x — 4.3856y + 2.3542z — 3.6584
2. 0 = 4+ 2.1842w + 6.9241x — 1.2130z + 2.8563
3. 0 = — 4.3856w + 12.8242y 4 3.4695z 4 8.7421
4, 0 = 4 23542w — 1.2130x 4+ 3.4695y + 7.1243z 4+ 0.6847

Thomas Wallace Wright (1884) em sua obra “A4 Treatise on the Adjustment of Observations”, usando a
notagdo de colchetes de Gauss, oferece, na secdo entitulada “Combination of the direct and indirect methods
of solution”, uma descri¢ao clara do método de Doolittle. Doolitle alternou entre duas tabelas para fazer a
eliminagdo e entre outras duas para a substituicdo regressiva, encontrando as incognitas com trés casas
decimais. Se a precisdo alcangada ndo for suficiente, uma nova etapa deve ser realizada, a qual Wright chamou
de eliminagdo indireta e que inicia com a substitui¢ao dos valores encontrados nas equagdes originais, gerando
residuos com um numero suficiente de casas decimais para garantir a precisao desejada. Com o auxilio de mais
duas tabelas, com os residuos transportados para a primeira coluna de uma delas, ele refina a solucdo
aproximada. Sem uma maquina de calcular a sua disposicdo e¢ usando apenas lapis, papel e tabelas de
multiplicagdo de Crelle'' de trés digitos (Grcar, 2011, p .188), Doolittle, com o auxilio de J. G. Porter, resolveu
“em cinco dias e meio, ou 36 horas de trabalho, com precisao muito maior do que o necessario, 41 equagdes
contendo [...] 430 termos no total. Cada um de nds fez uma solu¢do completa, duplicando o trabalho e fazendo
comparacdes frequentes para evitar erros” (Doolittle, 1878, p. 117, traduc@o nossa). Doolittle (1878, p. 117-
120) também explicou como adicionar novas equagdes sem recalcular tudo do principio.

Embora néo estivesse organizado em termos de fatoracdo de uma matriz, o algoritmo era o equivalente,
em termos modernos, a fatoragdo LU, a qual consiste em decompor uma matriz [A] em um produto [A] =
[L][U] em uma sucessdo de n etapas intermediarias, onde n é a ordem do sistema, [L] é uma matriz triangular
inferior com diagonal unitaria e a matriz [U] é triangular superior. A fatoragdo LU da matriz [A] do sistema
da Figura 10 resulta em

1 0 0 0 5424 2184 —4386 2354
0,403 1 0 0 6, 044 1766 —2161

[AT=I[L1UT=1_0800 0292 1 o0 8762 6,004 (10)
0,434 —0358 0685 1 0 1215

A matriz [U] da Equagdo 10 corresponde, aproximadamente, & matriz obtida a partir valores presentes
nas linhas A.1, A.3, A.5 e A.7 das colunas 4 a 7 de uma das tabelas do processo de computacdo de Doolittle,
que ¢ apresentada na Figura 11(a). Os elementos da matriz [L] abaixo da diagonal unitarial, por sua vez,
correspondem, aproximadamente, aos valores presentes nas colunas X, y e z das linhas C.1, C.2 e C.3 de outra
tabela da computacdo, exibida na Figura 11(b). A fatoragdo LU sera apresentada em detalhes na segunda parte
do artigo.

10 A triangulacdo é um tipo de levantamento que utiliza os principios da trigonometria para determinar posi¢des
na superficie da Terra (ou seja, latitude e longitude).

' Publicadas pela primeira vez em 1820, as tabelas de calculo (Rechentafeln) do matematico alemdo August
Leopold Crelle fornecem o produto de todos os numeros inteiros de 1 a 1000. Em 1836, Crelle publicou as tabelas de
facilitacdo (Erleichterungstafeln), que possibilitavam o célculo do produto de dois nimeros de até 10 milhdes (Roegel,
2024).
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Figura 11 — Duas das tabelas geradas pela aplicacio do método de Doolittle ao sistema
linear da Figura 10, onde é possivel visualizar os elementos das matrizes (a) [L] e (b)
[U], resultantes da fatoraciio LU da matriz [A] sistema (Doolittle, 1878, p. 115-116).

A.
” ' _ o
1|3 3 4 5 | 6 7 8 |
» = v z
1|1 45424 | +2.184 —4aao| 42.354 | -3.658
3| 8| —.18| w= | —.401| + .87 | —.433| 4 .67
s] 8| +6.048 | 41750 | —2.157 | +4.323
4| 6| —.188 #= | —.20 | + .356|—.7133
8|10 +8.77 | +5.908 | +4.538
¢|jn| —.1u y= — .684 | — .5173
7|1 +1.236 | +0.704
sir| — .o 2= |—.57
(@) o
. C.
;Raclpml. z ! v z
| | I S
1! —.184‘—401’+.807 —.4331
2| — .165 — .2 | +.35%
3l — .14 — .684
4| — 809 |
B I R
(b)

3 ELIMINACAO DE GAUSS

A eliminagdo gaussiana ¢ um método de resolver o sistema da Equagdo 3 conduzindo a matriz
aumentada

a1 @z A3 - Qi | D1
21 Ay Qzz - Qzn b,
[A|p] =[%1 @32 a3z -~ d3n | b3 (11)
Ap1 Gnz Qp2 - Ann b,
para a forma triangular superior
[a;7, a1z a3z - Ain by ]|
o @ €] 1)
0  ay ay - Aon b;
O N (12)
0 0 0 . a(Tl—l) b(‘l’l—l)
- nn n -

onde as varidveis foram progressivamente eliminadas das linhas e podem ser calculadas regressivamente a
partir da ultima linha. A eliminag@o de Gauss consiste, assim, em 2 passos:

1) Eliminagdo progressiva: as equacdes sdo manipuladas para eliminar as variaveis, resultando em uma equagao
com uma variavel na ultima linha, duas variaveis na pentltima linha e assim por diante;

2) Substituicio regressiva: essa equagdo, pode ser resolvida diretamente e o resultado substituido
regressivamente para determinar as variaveis eliminadas.

TUTO0005 17



Revista Ilha Digital, ISSN 2177-2649. Volume 10, paginas 3-31, 2025

3.1 Eliminac¢io progressiva
O passo inicial € eliminar a variavel x; na 2°® linha da matriz da Equagédo 11, multiplicando a sua primeira
linha por a,, /a4 para obter

az1 az1 az1 az1
A1+ ——app +—ap+ - +—apu,=—Dbh
a1 aiq a1 a1

(13)

Ato continuo, subtrai-se a 2* linha da Equacao 11 da Equagdo 13, obtendo-se
az1 ) ( az1 ) ( az1 ) ( az1 ) az1
Ay ———ay1 |t |ap ———ap | +|a; ——aiz3 |+ +|ay ———a, | =b,——>b
( 217 227 M2 2375 M3 2n =g G 2T (14)

ou
ald +al) + - +a = b (15)

onde o simbolo “V” indica que os coeficientes foram modificados de seus valores originais.

O processo de eliminagdo progressiva ¢ repetido para as linhas restantes. Por exemplo, a primeira linha
da Equacdo 11 ¢ multiplicada por as; /a4 € subtraida da terceira equacdo. A matriz aumentada assim obtida,
torna-se:

[a;;, Q12 13 - agy b,
1) (€Y) 1) (€Y)

0 Ayy Q3 - Aon b,

0 af) off - af) |b (16)
(€9) (€] 1 1

| 0 Anz Az ar(m) br(L )]

Nos passos precedentes, a;; ¢ chamado de elemento pivd, que se for nulo pode interferir no processo.
L, . , .. . . . . 1 . A
O proximo passo € eliminar x, da terceira linha em diante utilizando agz) como elemento pivo,

resultando na matriz apresentada na Equagdo 17.

_all a12 a13 vee aln bl
(1) 1) (1) (€]
0 Ayy Q3 - Aon b,
o o0 a@ - 4 |p? 17)
[0 0 af -~ af) [pP

onde o simbolo “®” indica que o elemento foi alterado duas vezes.

O ultimo passo do processo ¢ usar a (n-1)-ésima equagdo para eliminar o termo x,_; da enésima
equacdo. A matriz aumentada da Equagdo 11, assim, transforma-se na matriz triangular superior da Equacao
12.

Durante a fase de eliminagao € possivel que um elemento da diagonal principal se torne zero ou muito
préximo de zero. No primeiro caso, a normalizagdo dessa linha ira envolver uma divisdo por zero. No segundo
caso, se a ordem de grandeza do elemento pive tornar-se muito pequena quando comparada a dos outros
elementos, poderdo ocorrer erros de arredondamento (Chapra; Canale, 2011, p. 215).

Assim, com o objetivo de evitar erros de arredondamento, € necessario assegurar que os pivos nao sejam
muito pequenos. Logo a cada passo, ¢ aconselhavel utilizar o maior elemento pivé em valor absoluto. Assim,
antes de cada passo da eliminagdo progressiva, encontra-se 0 maior coeficiente na coluna a partir do elemento
pivo. Feito isso, trocam-se as linhas de modo que o coeficiente de maior magnitude seja o elemento pivo. Esse
procedimento ¢ conhecido como pivotamento parcial.

Quando se permuta as linhas e as colunas de tal modo que o pivo utilizado € maior coeficiente da matriz,
tem-se o pivotamento completo. O pivotamento completo é raramente utilizado pois, a pesquisa bidimensional
em cada estagio, além de aumentar a complexidade do algoritmo, envolve uma sobrecarga aritmética de ponto
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flutuante significativa. (Golub; Van Loan, 2013. p. 132). O pivotamento ndo ¢ necessario quando a matriz de
coeficientes [A] for diagonal dominante'? ou simétrica positiva definida'® (Sewell, 2005 , p. 5-7).

A Figura 12 ¢é utilizada para auxiliar na compreensdo da estratégia adotada para acrescentar o
pivotamento parcial em uma func¢ao que implemente a eliminagdo progressiva em uma matriz. Considerando,
para efeito de analise, que a medida que o piv0 avanga para a coluna i, o maior coeficiente abaixo do elemento
pivo esteja sempre na Gltima linha r da submatriz analisada ou na ultima linha [ da matriz original (4 X 4), é
possivel, com o auxilio da Tabela 3, estabelecer a seguinte relagdo entre i, r ¢ L:

l=r+i—1 (18)

Essa relacdo é necessaria porque a permutagdo € feita na matriz original.

Figura 12 — Representacio esquematica do pivotamento parcial.
i=1 i=2 i=3

4

TX¥

TXE

“+—T X {—»

Tabela 3 — Rela¢io entre as linhas de matriz original (4 X 4) e da submatriz
m—i—1Dxm—-i—1).

Dimensio da submatriz 1 r i
4x4 4 4 1
3x3 4 3 2
2x2 4 2 3

Um algoritmo para implementagao da eliminagdo progressiva com pivotamento devera conter trés lacos,
descritos abaixo, do mais externo para o mais interno:

1. A variavel i do lago mais externo indica a linha (ou coluna) do elemento utilizado como pivd (a;;) para zerar as
colunas das linhas abaixo dela (linhas i + 1). Assim, i vai de 1 at¢é n — 1. No inicio desse laco, encontra-se o
maior coeficiente na coluna a partir do elemento pivd e, se necessario, trocam-se as linhas de modo que o
coeficiente de maior valor absoluto seja usado como pivo;

2. Cria-se um lago interno ao lago controlado pela variavel i, para zerar os elementos da coluna abaixo do elemento
pivo. Esse lago € controlado por uma variavel j, que excursionara por valores que permitam percorrer todas as
linhas abaixo da i-ésima linha, ou seja, j vai de i + 1 até n.

3. Como todos os elementos de uma linha j sdo modificados, dentro do lago controlado por j, cria-se um lago
controlado por uma variavel k, que terd valores que permitirdo modificar todas as colunas de uma linha. Assim,
k vaide 1 até n + 1, uma vez que a eliminagao de Gauss ¢ feita sobre a matriz aumentada [A | b].

A Figura 13 apresenta o comportamento das variaveis de laco durante o processo de eliminacdo
progressiva em uma matriz aumentada n X (n + 1), onde n = 4.

12 Uma matriz [A] é diagonal dominante se

n
lag| > Z|aij|
=

i#j
, isto ¢, se o valor absoluto do coeficiente da diagonal em cada uma das linhas for maior que a soma do valor absoluto dos outros

coeficientes da linha.
13 Uma matriz [A] é simétrica se [A]T = [A] e positiva definida se {x}*[A]{x} > 0 para todo {x} # 0.
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Figura 13 — Representacio esquematica do pivotamento parcial.

i =1lin-1 1 2 3 4 5
1 a2 a13 Q14 by 1
j=i+Lln 0 5 ays | Qb b, 2
l 0 0 ai, | bh 3
0 0 0 Ayy b, 4
k=in+1 -

O algoritmo que permite eliminar, progressivamente os elementos da primeira coluna de [A | b], a partir
da segunda linha, da segunda coluna a partir da terceira linha até alcancar pentltima coluna e a tltima linha, é
apresentado no Quadro 1 na forma de pseudocodigo. Por conveniéncia, no lugar dos elementos que deveriam
ser anulados, ou seja, nas colunas abaixo do pivd, armazenam-se os elementos multiplicadores a;; /a;;. Assim,
k passa air de i + 1 até n + 1. O leitor vera, na segunda parte desse artigo, que esses multiplicadores séo

utilizados na Fatora¢do LU da matriz [A].

Quadro 1 — Algoritmo para eliminacio de Gauss com pivotamento.

Para i =1 até n - 1 faca
“Procura a linha k do coeficiente de maior valor absoluto na coluna i a
partir do elemento pivd”
l=r+i1i-1
Se 1 # i entao

“Troca a linha 1 pela linha i”
fim se
Para j = i + 1 até n faca
a5i = (@31 / aii)
Para k = i até n + 1 faca
ajk = ajk - aji X Aik
fim para
fim para
fim para

Exemplo 1 — Use a eliminacio progressiva de Gauss com pivotamento para transformar a matriz

aumentada do sistema em sua forma triangular superior

3x1+ x2+2x1=2
6x1+3x2_ x1=—2
2x1+3x2+ x1:1

Para utilizar o maior elemento pivd em valor absoluto, troca-se a primeira linha com a segunda linha e

forma-se a matriz aumentada
6 3 -1 -2
[Alp] =] 3 1 2 2
2 3 1 1

Em seguida, multiplica-se a primeira linha da matriz por 1/2 e subtrai-se o resultado da segunda linha

e, na sequéncia, multiplica-se a primeira linha da matriz por 1/3 e subtrai-se o resultado da terceira linha,

6 3 -1 -2

3 61 1 31 2+11 2+21

[A]|b] = 2 2 2 2
2 61 3 31 1+11 1+21

3 3 3 3

resultando nas novas segunda e terceiras linhas
6 3 -1 -2
[A|p]=( 0 -1/2 5/2 3
0 2 4/3 5/3
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Para encerrar o processo de eliminagdo progressiva ¢ utilizar o maior elemento pivd em valor absoluto,
troca-se a segunda linha com a terceira linha, obtendo-se:
6 3 -1 =2
[Alb] =] 0 2 4/3 5/3
o -—-1/2 5/2 3

Na sequéncia, multiplica-se a segunda linha da matriz resultante por —1/4 e subtrai-se o resultado da
terceira linha para obter

6 3 -1 -2

[A]|b] = 0 2 4/3 5/3
0 1_|_2 1 5+4 1 3_|_5 1
2 4 2 3 4 3 4

, resultando na matriz triangular superior

6
[A|p]=|0 2 4/3 5/3
0 o0 17/6 41/12

A fung¢do Scilab®!* que implementa o processo de eliminagdo progressiva de uma matriz é apresentada
no Erro! Fonte de referéncia niio encontrada.. Os termos a;; calculados no algoritmo do Quadro 1, na f
ungdo Scilab®, sdo obtidos utilizando-se o for implicito

A(§,i+1:nb) = A(j,i+1:nb) - A(j,i) * A(i,i+1:nb);
equivalente a forma explicita

for k = i+1:nb
A(j)k) = A(ij) - A(j:i) * A(i)k);
end

Observe que fungio nativa do Scilab® ¢ utilizada para encontrar o coeficiente de maior magnitude
na coluna i do elemento pivod:

[maior, k] = max(abs(A(i:n,i)));
1=1+k - 1;
if 1 ~= i then
A([1,i],)
P([1,i],:)
p=p+
end

A([1,1],:);
P([1,11,:);

onde maior é o maior elemento do vetor coluna e k € o indice correspondente a linha desse elemento. Apos o
ajuste do indice, caso necessario a troca das linhas € realizada.

Registra-se, ainda, que foram criados uma matriz de permutagdo [P] e um escalar p para registrar os
pivotamentos realizados, acdo necessaria para que a fungéo seja utilizada, posteriormente, na Fatoragdo LU e
no calculo do determinante da matriz [A].

14 Criado por pesquisadores do INRIA (Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique) e do
ENPC (Ecole Nationale des Ponts et Chaussées) e disponivel como software gratuito e de coédigo aberto desde 1994, o
Scilab© ¢ destinado a engenheiros e cientistas. Atualmente, ¢ desenvolvido pela Dassault Systémes.
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Quadro 2 — A fun¢io Scilab® que implementa o processo de eliminagfio progressiva
com pivotamente de uma matriz.
function [A, P, p]=Escalonamento(A, n, f)

P = eye(n,n);
nb =n+ f
p =
for i = n-
[maior, k] = max(abs(A(i:n,i)));
1=131+k - 1;
if 1 ~= i then
A([1,i],:) = A([1,1],:);
P([1,i],:) = P([1,1],:);
P=p+

end
for j = i+l:n
A(3,1) = A(J,1) / A(4i,1)
A(j,i+1:nb) = A(j,i+1:nb) - A(j,i) * A(i,i+1:nb);
end
end
endfunction

3.2 Substituicio regressiva

Apds a matriz ser escalonada, passa-se agora a etapa conhecida como substitui¢do regressiva, onde
obtém-se os valores das n incognitas x4, x5, ..., X,,. Para facilitar a compreensdo das equacdes necessarias para
obtengdo do vetor {x}, apresenta-se, na Equagéo 19, o sistema de equagdes obtido a partir da matriz aumentada
escalonada da Equacdo 12.

a11x1 + a12x2 + a13X3 + "‘+a1nxn = bl

s + oy + o+ Dy = b
a%)xz + -+ agil)xn = bgz) (19)

aT Dy, = p{"Y
Da tultima linha da Equagdo 19, obtém-se:

~ b1(1n_ 1)

Xn (20)

T (n-1)
Ay

Esse resultado ¢ substituido na (n — 1)-ésima linha da Equaga@o 19 para determinar x,,_,. Esse processo
de substitui¢do regressiva continua até que a variavel x; seja obtida por
by — (a1, + ay3x3 + - + a1pXp)

X, = (21)
ai

Analisando a Equacgao 21, obtém-se a formula recursiva para obter as variaveis x4, X3, ..., Xp_1:

b(i_l) — Zn al:._lx.
! j=ivr Y (22)

(i-1)
A

X; =

ondei={n—1,n-2,..,1}
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Exemplo 2 — Resolva o sistema do Exemplo 1 por eliminacio de Gauss com pivotamento.

No Exemplo 1, obteve-se a matriz triangular superior
6 3 -1 —2
[A|b]=|0 2 4/3 5/3
0 0 17/6 41/12

Utilizando os coeficientes da matriz [A | b], por substitui¢do regressiva, calcula-se x5 pela Equagéo 20,
X, € X1 através da Equacdo 22:
= 41/12 = 1,205882
3= 1776
(5/3) — (4/3) - 1,205882
xz =
2

= 0,029412

—2+(1-1,205882 — 3 - 0,029412)
X, = - = —0,147059

A fungio Scilab® que permite resolver, regressivamente o vetor {x} é apresentado no Quadro 3. Nela, o
somatorio da Equagdo 22 foi implementado valendo-se de um “for” implicito, que s6 é possivel porque
A(i,i+1:n) é um vetor linha e x(i+1:n) é um vetor coluna:

x(i) = (b(i) - A(i,i+1:n) * x(i+1:n)) / A(i,i)
equivalente a forma explicita

for j = i+l:n

x(1) = x(1) + A(1,3) * x(3);
end
x(1) = (A(i,nb) - x(i) ) / A(i,1);

Quadro 3 — A fungiio Scilab® que resolve um sistema triangular superior por
substituicio regressiva.
function x=Substituicaore(A, b, n)

X = (n.v )5
x(n) = b(n) / A(n,n);
for i = n-1:-
x(i) = (b(i) - A(i,i+1:n) * x(i+1l:n)) / A(i,i)
end
endfunction

Dada a equagdo matricial [A]{x} = {b} quando [A] é uma matriz n X n, a fun¢io Scilab® que verifica a
consisténcia dos dados de entrada, ou seja, se a matriz [A] é quadrada e se o vetor coluna {b} tem 0 mesmo
numero de linhas de [A] é apresentada no Quadro 4. Por sua vez, a fungdo que, invocando as fungdes do Quadro
4 (consisténcia dos dados), Quadro 2 (escalonamento) e Quadro 3 (substituigdo regressiva), resolve o sistema
de equacdes lineares por elimina¢do de Gauss com pivotamento ¢ apresentada no Quadro 5.
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Quadro 4 — A funcio Scilab® para verificar a consisténcia dos dados de entrada.
function n=Consistencia(A, bl)

[myn] = size(A);
if m ~= n then
error( )
end
if isdef( ) then
n = length(bl)
if m ~= n then
error( )5
end
end
endfunction

Quadro 5 — A funcio Scilab® que resolve um sistema de equagdes lineares por
eliminacio de Gauss com pivotamento.

function x=Gauss(A, b)

n = Consistencia(A,b)
A = [A b];

[S,P] = Escalonamento(A,n,1)

X = Substituicaore(S(1:n,1:n),S(1l:n,n+1l),n);
endfunction

Lembra-se que, para permitir o uso da funcdo Escalonamento pela funcdo que realizara a Fatoragdo
LU da matriz [A], no lugar dos elementos que deveriam ser anulados, sio armazenados os elementos
multiplicadores a;; /a;;. Assim, o leitor que tiver interesse de apresentar no console a matriz triangular superior
gerada durante o processo eliminagdo progressiva devera incluir na fungdo Gauss, ap6s a chamada da fungdo
Escalonamento, o comando disp( ,triu(s)).

Exemplo 3 — Encontre as correntes de malha do circuito elétrico da Figura 14.

Figura 14 — Circuito elétrico do Exemplo 3 com as correntes de malha identificadas.
6V 20 10V

20
O——A ANA—E

1Q 20 20 1Q

— VW VWA NVNT WY

Tz e

12v(®) )8V
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Solucio: o método das correntes de malha permite obter o sistema de equagdes lineares que representam
o circuito da Figura 14. No circuito, foram identificadas cinco malhas ¢ atribuidas as respectivas correntes de
malha adotando o sentido horario.

Percorrendo a malha 1 no sentido horario, encontram-se uma elevacéo de tensao de +12 devido a fonte
tensdo, uma queda de tensdo —6i; em um resistor de 6 , uma queda de tensdo —1(i; — i,) em um resistor
de 1 Q e uma queda de tensdo de —6(i; — i3) em outro resistor de 6 Q. Como a soma de todas as tensdes ao
longo malha deve ser zero, resulta:

Analisando as outras malhas, obtém-se o sistema:
—6(i3 — i) — 2(i3 —iz) —2(i3 —iy) —6(i3—i5) =0 (23)
ou,
—13i; + iy + 6i3 = —12

il - 7l2 + 2l3 + 2l4 = —6
6i, + 2i, — 1603 + 2iy, + 6i5 =0 (24)

2i2 + 213 - 7l4, + i5 = —10

6i3 +i4, — 13i; = —8

Na notagdo matricial, o sistema de equacdes lineares (Equagdo 24) € escrito como

-13 1 6 0 0 b —-12
1 -7 2 2 0 iz —6
6 2 —-16 2 6 |{i3p=1< 0 (25)
o 2 2 =7 1 iy -10
o o 6 1 -13{;) -8

Apos a execucdo de um arquivo . sci reunindo todas as fungdes apresentadas (Ctrl + Shift + E
no SciNotes), os comandos do Quadro 6 em uma sessdo Scilab® permitem conhecer as correntes de malha do
circuito da Figura 14.

Quadro 6 — Determinacio das correntes de malha do circuito elétrico da Figura 14
com o auxilio da func¢io Scilab® Gauss.
-->A=[-131600;1 -7220;62-1626;022 -71;006 1 -13];

--> b=[-12; -6; 0; -10; -8]; i=Gauss(A,b)
i =

2.169181
2.6993534
2.25
3.1131466
1.893319

3.3 Calculo de determinantes com eliminac¢ao de Gauss

O determinante de uma matriz triangular pode ser calculado pelo produto dos elementos da diagonal
principal. Como o determinante ndo se altera no processo de eliminagdo progressiva, o método de Gauss pode
ser aplicado na estimativa de determinantes. Observar que, ao utilizar o pivotamento parcial, o determinante
troca de sinal quando ha troca de linhas.

A fungio Scilab® que calcula o determinante de uma matriz utilizando a eliminagdo de Gauss com
pivotamento parcial é apresentada no Quadro 7. Observe que foi previsto que a fun¢do Escalonamento
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computasse cada pivotamento parcial realizado, sendo que esse valor ¢ utilizado para atualizar o resultado do
determinante.

Quadro 7 — Fungio Scilab® para o cilculo do determinante.

function dt=Determinante(A)
n = Consistencia(A)
[S,P,p] = Escalonamento(A,n,9)

dt =
for i=1:n
dt = dt * S(i,i)
end
dt =dt * (-1)7p
endfunction

Exemplo 4 — Com o auxilio da fun¢io Scilab® Determinante, encontre o determinante da matriz

-13 1 6 0 0
1 -7 2 2 0

A=| 6 2 -16 2 6
0 2 2 =7 1
0 0 6 1 —13J

Solucio: Inclua a funcdo Determinante No arquivo .sci que reune todas as fungdes anteriores e
execute-o (Ctrl + Shift + E no SciNotes). Apos, digite os comandos do Quadro 8 em uma sessdo Scilab®

para encontrar o determinante da matriz [A].

Quadro 8 — Determinac¢io do determinante da matriz do Exemplo 4.
-->A=[-131600;1 -7220;62-1626;022 -71;006 1 -13];

--> delta=Determinante(A)
delta =

-59392.

3.4 Interface grafica para uso com o pacote de fungdes

O script Scilab® apresentado no Quadro 9 € no Quadro 10 visa facilitar a entrada e a verificagdo dos
dados, bem como permitir a visualizacdo dos resultados proporcionados pelas fungdes apresentadas. Antes de
executar o script, o usuario deve carregar no ambiente Scilab o arquivo .sci reunindo todas as fungdes do
pacote (nos Quadros 2 a 7). No Quadro 9, sdo apresentadas as fungdes callback ativadas pela interagdo com o
menu ¢ a fungdo responsavel por apagar os resultados apresentados na janela grafica. O trecho de cédigo do
Quadro 10 € o responsavel por criar a interface grafica, solicitar os dados de entrada, calcular e apresentar os
resultados.

Quadro 9 — Script com a interface grafica do usuario (GUI) proposta: funcées callback
do menu e funciio para remover os resultados.

function Sobre()

([
1s )

endfunction

function Sair()
close()
endfunction

function Call_gauss()
Delete();
Calcular(1);

endfunction

function Call_determinante()
Delete()
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Calcular(2)
endfunction

function Delete()
global m id
for k = 1:m
h = findobj("tag",id(k))
delete(h)
end
endfunction

Quadro 10 — Script com a interface grafica do usuario (GUI) proposta: configurando a
interface e apresentando os resultados.

global m id

// Configurando a janela grafica e criando objeto texto h na janela
hz = 1000;

vt = 700;

m=1;

id(1) = "1"

f = figure("tag", "figura");

f.figure_position = [0 0];

f.backgroundcolor = [.9 .9 .9]

f.axes size = [hz vt];

f.figure_name = "Solu¢do de Sistemas Lineares"

mensagem = "Escolha uma opcao no menu do aplicativo"

h = uicontrol(f,"style”,"text", "tag",id(1), "string"”,mensagenm, . ..
"position",[20,vt - 18,hz - 40,18],"BackgroundColor",[.9 .9 .9],"fontsize",14)

// Removendo o menu padrao e desabilitando as ferramentas graficas
delmenu(f.figure_id,gettext("&File"));
delmenu(f.figure_id,gettext("&Tools"))
delmenu(f.figure_id,gettext("&Edit"));
delmenu(f.figure_id,gettext("&?"))

toolbar(f.figure_id,"off");

// Criando o menu e submenu do aplicativo
a_menu = uimenu("parent”,f,"label"”,gettext("Menu do Aplicativo"))
hl = uimenu("parent",a_menu,"label",gettext("Calcular"))

h2 = uimenu("parent",a_menu,"label",gettext("Sair"),"callback","Sair();")
h3 = uimenu("parent",a_menu, "label",gettext("Sobre"),"callback","Sobre();")
h1l = uimenu(hl, 'label’, 'Gauss', 'callback',"Call_gauss()");
h12 = uimenu(hl, 'label’, 'Determinante’, 'callback',"Call_determinante")
// Funcoes
function Calcular(op)

global m id

//Entrada da ordem n e preparando entrada de [A] e {b}

ok = 1;

num = (x_dialog('Entre com a ordem da matriz','3"));
num = evstr(num)

matriz_default = string(zeros(num,num));
vetor_default = string(zeros(l:num))

labelsv = 'linha ' + string(l:num);
labelsh = "coluna ' + string(1:num)
while(ok == 1) // Entrando com [A] e preparando para apresenta-la na janela

A = x _mdialog('Entre com a matriz [A]:',labelsv,labelsh,matriz_default)
imprime(1) = msprintf(' Matriz [A]:")
for j = 2:num+1
imprime(j) =
for k = 1:num,
imprime(j) = imprime(j) + msprintf(' %s ',A(j-1,k))

end
end
matriz_default = A;
A = evstr(A);
j=3+1
if op == 1 then
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b = ( ,labelsv,vetor_default)
imprime(j) = ( )

j=3+

imprime(j) = ( sb);

vetor_default = b’;

J=73+

b = evstr(b);
X = Gauss(A,b);

( JA) )bJ )X>;
j=3+

imprime(j) = ( )s
for k = num
j=3+
imprime(j) = ( »x(k))
end
else

imprime(j) = ( ,Determinante(A))
end

for k = Jj
id(k) = (k)
h = (-FJ ) ) )1d(k)) b
(impr‘ime(k)), ,[ >Vt - * k,hZ - > ];

s [ 1, »14)
end
ok = ([ H 1,0 D)

m=j;
if ok == then
Delete()
end
end
endfunction

Ao ser executado, o script cria uma janela grafica f de 1000 x 700 pixels posicionada no canto superior
esquerdo da tela e com cor de fundo cinza clara, remove o menu padrao da janela e cria o menu do aplicativo
com trés possibilidades: “Calcular”, “Sair” ou “Sobre”. Optando pela opgdo “Calcular”, o usudrio deve
escolher entre as opgdes “Gauss” e “Determinante”.

Para resolver um sistema de equagdes, o usudrio deve escolher a op¢do “Gauss” e, consequentemente,
o aplicativo apresenta a primeira caixa de didlogo, criada pela funcdo x_dialog, que solicita a ordem da
matriz [A] (Figura 15(a)). As caixas de didlogo seguintes, proporcionadas pela fungdo x_mdialog, solicitam
amatriz [A] e o vetor {b}, conforme a Figura 15(b) e a Figura 15(c), onde se pode observar que foram inseridos
os dados fornecidos para a solugdo do Exemplo 2. O vetor de strings imprime, onde sdo gravados os dados
inseridos e os resultados obtidos a partir das fungdes Gauss ¢ Determinante, ¢ mostrado no objeto h da
janela gréfica f, criado pela fungdo uicontrol, em estilo texto com fonte de tamanho 14 e com identificador
id, distante 20 pixels da margem esquerda e 682 pixels da margem inferior, com espago reservado de 960 x
18 pixels e cor de fundo cinza clara.

A Figura 16 apresenta os resultados obtidos e a opcdo de corrigir os dados de entrada oferecida ao
usuario pela fun¢ao x_choose. Escolhendo “Na0”, o usuario pode inserir um novo sistema de equagdes ou
calcular o determinante de uma matriz, selecionando novamente “Calcular” no menu do aplicativo e optar por
“Gauss” ou “Determinante. A funcdo Delete() através da funcdo findobj localiza todas as instancias do
objeto grafico identificado por id, para, através da funcdo delete, apagar os resultados previamente
apresentados na janela grafica. Para encerrar o programa ou mostrar os créditos, o usuario deve escolher “Sair”
ou “Sobre”.
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Figura 15 — Caixas de didlogo da interface grafica para uso com o pacote de funcdes:
(a) entrada da ordem do sistema, (b) entrada da matriz [A] e (c) entrada do vetor {b}.

n Solicitacdo de valor de entrada do S... X

B Entre com a ordem da matriz
3]

Ok ] Cancelar
(a)
L]
n Entre com a matriz [A]: n e
coluna 1 coluna 2 coluna 3
linha 1 2
linha 1 3 1 2 kha 2 >
inha -
linha 2 ] 3 -1
linha 3 1
linha 3 2 3 1
Ok Cancelar O_kl Cancelar
(b) (©)

Figura 16 — Janela de saida da interface grafica para uso com o pacote de funcdes,
apresentando a matriz [A], o vetor {b}, o vetor solucio {x} e o determinante de [A].
B
| Menu do Aplicative

| SolugEo de Sistemas Lineares ?

| Matriz [A]: n Mensagem de escolha do Scilab X
| 312
63 -1 IB Deseja corrigir os dados de entrada?
231 Sim
Vetor {b} (transposto): Nao
2-21

Vetor solucao {x}:
-0.147059
0.0294118

1.20588
Cancelar Ok

4 CONSIDERACOES FINAIS

Pacotes de computagdo numérica sdo amplamente utilizados tanto no ensino quanto na pesquisa. O
objetivo central desse estudo foi introduzir um pacote de computacdo de cddigo aberto com a finalidade de
proporcionar uma melhor compreensdo do método da eliminacéo de Gauss e suas duas etapas, a eliminacdo
progressiva e a substitui¢@o regressiva.

Entende-se que, ao oferecer a percepgao sobre como uma ideia matematica foi elaborada e do contexto
em que foi utilizada, a retrospectiva histdrica apresentada possa auxiliar na compreensao do método de
eliminagio gaussiana e das fungdes Scilab® que o implementam. O desenvolvimento cientifico ¢ motivado
pela necessidade de resolugdo de problemas praticos; olhando quase quatro mil anos para tras, percebe-se que,
apos a invencdo da escrita, resolver problemas envolvendo sistemas de equagdes sempre foi uma necessidade
da mente humana. Como Gauss resolveu sistemas lineares por eliminagdo de uma forma claramente diferente
dos seus antecessores, considerando apenas os coeficientes obtidos durante o processo de eliminagdo e néo
reescrevendo as equacdes em cada etapa do algoritmo, parece justo nomear o método usado hoje como
“eliminacdo gaussiana” ou “eliminac¢do de Gauss”, embora um algoritmo equivalente apareca em textos da
China antiga e de autores posteriores.

Uma segunda parte desse artigo completard o pacote proposto, incluindo fungdes para realizar dois
outros métodos voltados a solucdo de equagodes lineares simultaneas, as fatoracdes LU e de Cholesky, bem
como apresentara os acontecimentos relevantes do século XX relacionados com a eliminacdo de Gauss,
incluindo o formalismo para a sua realizacdo em termos de operagdes matriciais, essencial para elaboragdo de
algoritmos para efetuar os calculos em computadores eletronicos.
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